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要旨

近年、トーリックイデアルを通して Gr�obner 基底を組合せ論に適用する研究が行われて
いる。逆に、グラフの性質を用いて Gr�obner 基底に関する面白い知見が得られる可能性も
ある。そこで、グラフのトーリックイデアルについての研究が行われている。グラフを特化
した場合でも、例えば既約 Gr�obner 基底の要素数の解析はほとんど行われていない。本稿
では、無閉路トーナメントグラフについて、ある項順序での Gr�obner 基底を列挙し、要素
数を解析する。また、一般の項順序に対する既約 Gr�obner 基底の次数や要素数について解
析する。最後に、このグラフの最短路問題への適用について考察する。
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Abstract

Application of Gr�obner bases to combinatorics through toric ideals has been studied

in recent years. On the other hand, the properties of graphs may give insight for

Gr�obner bases. So the toric ideals of graphs have been studied. However, for special

graphs, for example the number of elements of their reduced Gr�obner basis have not

been analyzed. In this paper we enumerate, for the case of acyclic tournament graphs,

reduced Gr�obner bases with respect to some term orders and analyze the number of

elements. We also analyze the degree and the number of elements in reduced Gr�obner

bases with respect to general term orders. Finally, we discuss an application to the

shortest path problem for acyclic tournament graphs.

1 Introduction

Gr�obner基底は計算代数学の中心であるとと
もに、様々な分野において効率的なアルゴリズ
ムに応用されている。中でも、近年トーリック
イデアルの離散性を用いて Gr�obner 基底を組
合せ論における計算困難な問題に適用する研究
が行われている [3, 5, 11]。これにより、組合せ
論と代数学がトーリックイデアルを通じて結び
付いている。

例えば、グラフのトーリックイデアルに
ついての研究が行われている。 De Loera

ら [5] は、無向完全グラフのトーリックイデア
ルについて解析し、三角形分割や整数計画へ
の応用を行った。一方で、無閉路トーナメン
トグラフに対しては、トーリックイデアルの
Gr�obner 基底の要素はグラフのサーキットに
対応し解析がしやすい。特に、任意の項順序に
おける Gr�obner 基底の和集合である universal

Gr�obner 基底 [12] はグラフのサーキット全体
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の集合に対応し、要素数は指数オーダになる。
しかし、トーリックイデアルの Gr�obner 基
底については、次数は解析されている [10] も
のの、グラフのトーリックイデアルに特化した
場合の次数や要素数の解析、さらにその応用と
いった研究はほとんどなされていない。
本稿では、グラフのトーリックイデアルを計
算困難な問題に応用するための基礎研究とし
て、無閉路トーナメントグラフのトーリックイ
デアルを解析する。これにより、一般のグラフ
に対するトーリックイデアルへの知見を得るこ
とが目的である。
我々は、いくつかの項順序について、既約

Gr�obner 基底を具体的に列挙することにより
要素数が多項式オーダになることを示した。ま
た、このグラフに対し、任意の項順序に対する
Gr�obner基底の次数や要素数についての解析も
行った。さらに、このグラフのトーリックイデ
アルの適用例として、ネットワークの最短路問
題への応用について検討を行った。
本稿の構成は次の通りである。まず 2節で
は、 [4, 11] に基づいて、Gr�obner 基底お
よびトーリックイデアルについての定義や性質
を述べ、さらに本稿で考えるグラフとの対応を
見る。 3節では、いくつかの項順序について既
約Gr�obner 基底の要素を列挙し、要素数の解
析を行う。 4節では、このグラフにおける既約
Gr�obner 基底の次数の最大値、および要素数
の最小値について示し、さらに要素数の最大値
についての考察を行う。 5節では、 Conti と
Traverso [3] による、トーリックイデアルの
Gr�obner基底を用いた整数計画問題に対するア
ルゴリズムを紹介し、このグラフの最短路問題
への適用を説明する。最後に 6節でまとめと今
後の課題について述べる。

2 準備

本節では、 [4, 11] に基づいて Gr�obner 基底
およびトーリックイデアルについて紹介する。

定義 2.1 変数のベクトル x = (x1; : : : ; xn) と
a = (a1; : : : ; an) 2 Z

n に対して

xa := x
a1

1
� � �xann

と表す。 a を指数ベクトルという。

2.1 Gr�obner 基底

体 k 上の多項式環 k[x] := k[x1; : : : ; xn] を
考える。

定義 2.2 N
n 上の項順序 � とは、 N

n 上の全
順序で

(1) 0 が唯一の最小元

(2) � � � ) �+ 
 � � + 
 (�; �; 
 2 Nn)

を満たすものである。これにより、多項式の項
の順序が、指数ベクトルの項順序により定ま
る。多項式 f 2 k[x] の項のうち順序最大のも
のを f の初項 (leading term)といい LT(f) で
表す。

項順序の例をいくつか挙げる。

定義 2.3 変数の順序 xi1 � � � � � xin で誘導
される辞書式順序とは、 xi1 ; : : : ; xin の順に指
数を並べた指数ベクトル �; � について、

� � � () �� �の最も左の非零成分が正

となる項順序のことである。

定義 2.4 変数の順序 xi1 � � � � � xin で誘導
される次数つき辞書式順序とは、 xi1 ; : : : ; xin

の順に指数を並べたベクトル �; � について、
j�j =

P
n

i=1
�i と置いたとき、

� � � () j�j > j�j or (j�j = j�j and � �lex �)

となる項順序のことである。ただし、�lex は
上の変数の順序で誘導される辞書式順序。

定義 2.5 ! 2 Rn を非負ベクトル、� を任意
の項順序とするとき、新しい項順序 �! を

� �! � () !�� > !�� or (!�� = !�� and � � �)

で定めることができる。

項順序を固定すると、対応する既約 Gr�obner

基底が定まる。

定義 2.6 I � k[x] をイデアルとする。 I の
項順序 � に対する既約Gr�obner 基底とは、モ
ニック (初項の係数が 1)な多項式の集合 G� =

fg1; : : : ; gtg � I で

(i) 8
f 2 I に対して 9

gi 2 G� が存在して
LT(f) が LT(gi) で割り切れる。

(ii) gi のどの項も LT(gj) で割り切れない。
(i 6= j)

となるものである。
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命題 2.7 ([4]) 項順序 � に対して、既約
Gr�obner 基底は一意に定まる。

命題 2.8 ([4]) I の Gr�obner 基底は I の基底
になっている。

定義 2.9 任意の項順序に対する I の既約
Gr�obner 基底の和集合を I の universal
Gr�obner 基底という。

特に、項順序は無限個あるが、 universal

Gr�obner 基底は有限集合になる。

2.2 トーリックイデアル

定義 2.10 A 2 Zd�n に対して、準同型

� : k[x]! k[t�1
1
; : : : ; t

�1

d
] ; xj 7! t

aj

(aj は A の j 列)を定める。 ker(�) を A の
トーリックイデアル (toric ideal)といい、 IA

で表す。

任意のベクトル u 2 Z
n はサポート (0でな

い要素の添字集合)が共通部分を持たない非負
ベクトル u+;u� を用いて u = u+ � u� と
一意に表せる。

補題 2.11 ([10])

IA = hxu
+

i �xu
�

i : ui 2 ker(A)\Zn; i = 1; : : : ; si

特に、トーリックイデアルは有限個の二項式で
生成される。

定理 2.12 ([10])

D := max
i=1;::: ;n

jaij

(ai は A の i 列)とするとき、 IA の任意の既
約 Gr�obner 基底の多項式の次数は高々 n(n �
d)Dd となる。

2.3 無閉路トーナメントグラフのトーリック
イデアル

n 点無閉路トーナメントグラフを Dn と置
く。入次数が 0; 1; 2; : : : ; n� 1 の点に番号をそ
れぞれ 1; 2; : : : ; n とつける。 枝 (i; j) に変数
xij を対応させ、Dn の接続行列のトーリック
イデアル IDn

を考える。

定義 2.13 本稿ではサーキットは始点以外の点
を 2回以上通らない閉路とする。

定義 2.14 u 2 ker(�) がサーキットであると
は、

(1) サポート supp(u) = fi : ui 6= 0g が包含
関係について極小。

(2) u の非零要素が互いに素。

を満たすこと。サーキット u に対して、

xu
+

� xu
�

を IA のサーキットという。 IA のサーキット
全体の集合を CA で表す。

定義 2.15 グラフのサーキット C に適当に向
きをつけ、 C 上の枝で向きが C の向きと同じ
ものの集合を C

+ 、逆向きのものの集合を C
�

とおく。このとき、 x 2 RE (E はグラフの枝
の集合) で、

xe =

8<
:

1 if e 2 C
+

�1 if e 2 C
�

0 if e =2 C

(e 2 E)

としたものを C の接続ベクトルという。

補題 2.16 ([1]) IA のサーキットは、グラフ
のサーキットの接続ベクトルに対応する。

定義 2.17 二項式 xu
+

� xu
�

2 IA が primi-
tive であるとは、 xv

+

�xv
�

2 IA で、 xv
+

が
xu

+

を、 xv
�

が xu
�

を割りきるようなものが
存在しないことである。 IA の primitive な二
項式の集合を A の Graver 基底といい、GrA

で表す。

命題 2.18 ([11]) IA の universal Gr�obner 基
底を UA で表すと、 CA � UA � GrA 。

命題 2.19 ([11]) A が unimodular 行列 (単
模行列)のとき、 CA = UA = GrA 。

命題 2.20 ([11] Exercise 4(8)) Dn の接続
行列に対しては、 CDn

= UDn
。

証明：命題 2.18 より、 CDn
= GrDn

を示せば
よい。
xu

+

� xu
�

2 IDn
がサーキットでないと

する。このとき、サーキットの定義から、サー
キット xc

+

� xc
�

2 IDn
が存在して、

supp(c+) � supp(u+) ; supp(c�) � supp(u�)

となる。補題 2.16より、 c+; c� の要素は 0か
1だから、 xu

+

;xu
�

はそれぞれ xc
+

;xc
�

で割
り切れる。したがって、 u は primitive でな
い。
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系 2.21 IDn
の universal Gr�obner 基底は Dn

の全てのサーキットに対する二項式の集合にな
る。

系 2.22 IDn
の universal Gr�obner 基底の要

素数は指数オーダ。

2.4 例 {D4

例 2.23 D4 において、

1

2

3

4 A=

1   1    1  0    0   0

-1   0    0   1    1  0

0  -1   0  -1   0   1

0    0  -1  0  -1 -1

図 1: D4 の例

A =

0
BB@

1 1 1 0 0 0

�1 0 0 1 1 0

0 �1 0 �1 0 1

0 0 �1 0 �1 �1

1
CCA

例えば、 (1;�1; 0; 1; 0; 0) 2 ker(A) となり、
これはサーキット 1; 2; 3; 1 (枝では 12; 23; 31)
に対応する。これより、 x12x23�x13 2 ID4

と
なる。
実際に、Gr�obner 基底を計算してみる。項
順序を

x12 � x13 � x14 � x23 � x24 � x34

から誘導される辞書式順序とすると、既約
Gr�obner 基底は

fx12x23 � x13; x12x24 � x14; x13x24 � x14x23;

x13x34 � x14; x23x34 � x24g

となり、要素数は 5、次数は 2となる。
一方、項順序を

x13 � x24 � x23 � x34 � x12 � x14

から誘導される辞書式順序とすると、既約
Gr�obner 基底は

fx12x23x34 � x14; x24 � x23x34; x13 � x12x23g

となり、要素数は 3、次数は 3となる。
D4 に対応する universal Gr�obner 基底を計
算すると、

fx12x23x34�x14; x12x23�x13; x12x24�x13x34;
x12x24 � x14; x13x24 � x14x23;

x13x34 � x14; x23x34 � x24g

となり、グラフのサーキット全体と対応してい
ることがわかる。

3 ある項順序に対する既約Gr�obner 基
底

本節では、いくつかの項順序に対する既約
Gr�obner基底の要素が具体的に列挙できること
を示す。これにより、 universal Gr�obner 基底
のレベルでは指数オーダであったのが、いくつ
かの項順序に対する既約Gr�obner 基底のレベ
ルでは多項式オーダになることがわかる。

注意 3.1 本節では、二項式の初項に下線をつ
ける。

定理 3.2 k[x] の項順序を、変数の順序

xij � xkl () i < k or (i = k and j < l)

から誘導される辞書式順序とする。このとき、

(i) G の任意の 3点 i < j < k に対して
gijk := xijxjk � xik

(ii) G の任意の 4点 i < j < k < l に対して
gijkl := xikxjl � xilxjk

とする (図 2)と、この項順序に対する IDn
の

既約Gr�obner 基底 G1 は
G1 = fgijk : 1 � i < j < k � ng
[fgijkl : 1 � i < j < k < l � ng となる。

i

j
k

i

jk

l

図 2: (i) に対応するサーキット i; j; k; i (左)と
(ii) に対応するサーキット i; k; j; l; i (右)

証明：長さ 3のサーキットに対応する二項式は
G1 の (i)に含まれる。
G の 4点 i < j < k < l に対して、この 4点
からなるサーキットは

(a)i; j; k; l; i ; (b)i; j; l; k; i ; (c)i; k; j; l; i
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のどれかになる。
(a)に対応する二項式は xijxjkxkl � xil と
なり、この初項は LT(gijk) で割りきれる。同
様に (b)に対応する二項式の初項も LT(gijl)で
割りきれる。 (c)に対応する二項式は G1 の (ii)

に含まれる。
長さ 5以上のサーキット C を考え
る。 C 上の番号最小の点を i1 とし、
C := i1; i2; : : : ; im; i1 (i2 < im) とす
る。 C に対応する二項式 fC の初項は、 C で
(i1; i2) と同じ向きの枝に対応する変数の積に
なる。
i2 < i3 のとき、枝 (i1; i2); (i2; i3) は C 上で
同じ向きだから、 xi1i2; xi2i3 はともに LT(fC)

に現れる。よって、 LT(fC)は LT(gi1i2i3) で
割りきれる。
i2 > i3 のとき、 i2 < im より i3 < i2 < im

となるから、ある 3 � k < m が存在して
i1 < ik < i2 < ik+1 となる。すると、
xi1i2; xikik+1 はともに LT(fC) に現れるから、
LT(fC) は LT(gi1iki2ik+1) で割りきれる。
また、任意の gijk; gijkl のどの項も、他の G1
の二項式の初項で割りきれない。したがって、
G1 は既約Gr�obner 基底 。

系 3.3 定理 3.2 の条件において、既約
Gr�obner 基底の要素数は

�
n

3

�
+
�
n

4

�
。

定理 3.4 k[x] の項順序を、変数の順序

xij � xkl () i < k or (i = k and j > l)

から誘導される辞書式順序とする。この順序に
対する IDn

の既約Gr�obner 基底 G2 は、全域
木

T := f(i; i+ 1): 1 � i < ng

に対する基本サーキットに対応する二項式の集
合となる。つまり、

G2 = fgij : 1 � i < n� 1; i+ 1 < j � ng

gij := xij � xi;i+1xi+1;i+2 � � �xj�1;j

となる。

証明： T に対する基本サーキットでないサー
キット C を取る。 C 上の番号最小の点を i1 と
し、 C := i1; i2; : : : ; im; i1 (i2 < im) とする。
このとき、 C に対応する二項式 fC の初項は
xi1im を含む。よって、 LT(fC) は LT(gi1im)

で割りきれる。

gij の初項は T に含まれない枝に対応
し、もう一方の項は T に含まれるいくつか
の枝に対応している。よって、 gij のどの項も
LT(gkl) ((k; l) 6= (i; j)) で割りきれないから、
G2 は既約 Gr�obner 基底になる。

系 3.5 定理 3.4 の条件において、既約
Gr�obner 基底の要素数は

�
n

2

�
� (n� 1) 。

定理 3.6 k[x] の項順序を、変数の順序

xij � xkl () j < l or (i = k and i < k)

から誘導される辞書式順序とする。この順序
に対する IDn

の既約Gr�obner 基底は、定
理 3.2 の G1 と同じ集合になる。

証明：長さ 3、 4のサーキットについては、定
理 3.2 と同様に示せる。
長さ 5以上のサーキット C を考え
る。 C 上の番号最小の点を i1 とし、
C := i1; i2; : : : ; im; i1 (i2 < im) とす
る。また、

TC := fis 2 C : is�1 < isg

[fis 2 C : is+1 < isg

とおき、 TC で番号最小の点を ik とおく。た
だし、 im+1 = i1 とする。 C に対応する二項
式を fC とする。
k = 2 のときは、枝 (i1; i2) が LT(fC) に現
れる。よって、定理 3.2 と同様に示せる。
k 6= 2のときを考える。 ik�1 < ik < ik+1 の

i i

i i

i

i

1
2

m

k-1
k k+1

C

図 3: ik�1 < ik < ik+1 のとき

とき (図 3)、 k の取り方から、 xik�1ik ; xikik+1

はともに LT(fC) に現れる。よって、 LT(fC)

は LT(gik�1ikik+1) で割り切れる。
(ik+1 < ik < ik�1 のときも同様に示せる。)
ik�1 < ik かつ ik+1 < ik のときを考える

(図 4)。
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i i

i i

i

i

1
2

m

k-1
k k+1

C

図 4: ik�1 < ik+1 < ik のとき (点線は C 上に
ない点)

ik�1 < ik+1 と仮定する。 (ik+1 < ik�1 のと
きも同様に示せる。)このとき、 k の定義から
xi1i2; xik�1ik はともに LT(fC)に現れる。
もし ik+2 < ik+1 (im+2 = i2 とする)とする
と、 ik+2 < ik+1 < ik となり、 ik+1 が k の取
り方に矛盾し、 ik+1 < ik+2 < ik とすると、
ik+2 が k の取り方に矛盾する (図 5)。よっ

k-1

k k+1

k+2 k-1

kk+1

k+2

i

i

i i

i i

i

i

図 5: ik+1 (左) ik+2 (右)が矛盾

て、 ik�1 < ik+1 < ik < ik+2 だから、
xik�1ik ; xik+1ik+2 はともに LT(fC) に現れるか
ら、 LT(fC) は LT(gik�1ik+1ikik+2) で割り切れ
る。
G1 の既約性は、定理 3.2 で示した。

定理 3.7 k[x] の項順序を、変数の順序

xij � xkl () i < k or (i = k and j < l)

から誘導される次数つき辞書式順序とする。こ
の順序に対する IDn

の既約 Gr�obner 基底は、
定理 3.2 の G1 と同じ集合になる。

証明：長さ 3、 4のサーキットについては、定
理 3.2 と同様に示せる。
長さ 5以上のサーキット C を考え
る。 C 上の番号最小の点を i1 とし、
C := i1; i2; : : : ; im; i1 とする。ただし、
C を i1 から i2 の方向に向きづけたときに、
同じ向きの枝の数の方が逆の向きの枝の数以上
になるように i2 を取る。 (等しくなるときに

は、 i2 < im とする。) C に対応する二項式を
fC とする。
ik�1 < ik < ik+1 となる k が存在するとき、

xik�1ik ; xikik+1 は LT(fC) に現れる。よって、
LT(fC) は LT(gik�1ikik+1) で割り切れる。
ik�1 < ik < ik+1 となる k が存在しないと
する (図 6)。このとき、 i2 の取り方から、 C

を i1 から i2 の方向に向きづけたときに、同
じ向きの枝の数と逆の向きの枝の数が等しくな
る。よって、 i2 < im となる。

C

i
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i 12
3

図 6: (i1; i2) と同じ向きの枝の間には必ず逆向
きの枝がある。

特に、 i3 < i2 < im となるから、ある
3 � k < m が存在して i1 < ik < i2 < ik+1 と
なる。すると、 xi1i2; xikik+1 はともに LT(fC)

に現れるから、 LT(fC)は LT(gi1iki2ik+1) で割
りきれる。
既約性は定理 3.2 で示した。

4 既約 Gr�obner 基底の要素数および次
数の解析

前節では、いくつかの項順序に対する既約
Gr�obner基底のレベルでは多項式オーダになる
ことを示した。我々は任意の項順序に対して、
要素数が多項式オーダになるのか調べている。
本節では、既約 Gr�obner 基底の要素数や次数
についてのいくつかの考察を述べる。

n 変数 既約 最大 最小 最大
の数 GB 要素 要素 次数

4 6 10 5 3 3

5 10 211 15 6 4

6 15 48312 37 10 5

表 1: TiGERS [6] による n = 4; 5; 6 での結果

表 1 は、全ての既約 Gr�obner 基底を列挙
するプログラム TiGERS [6, 7] によって、
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D4;D5;D6 について既約Gr�obner 基底の数、
要素数の最大値と最小値、および要素の次数の
最大値を計算した結果である。
トーリックイデアルの Gr�obner 基底の次数
については、定理 2.12 で示したように指数
オーダになるが、系 2.21 より次が示せる。

定理 4.1 IDn
に対しては、任意の既約

Gr�obner 基底の要素の次数は高々 n � 1にな
る。

証明：Dn 内の任意のサーキットは長さが高々
n である。一方、グラフが無閉路だから、 n 本
の枝のうち、同じ向きの枝は高々 n � 1 本。
よって、次数は高々 n� 1 になる。

一方、要素数については、最小値については
定理 3.4 の G2 がちょうどグラフのサイクル空
間の次元になっていることから次が示せる。

定理 4.2 IDn
に対する既約 Gr�obner 基底の要

素数の最小値は
�
n

2

�
� (n� 1) である。

証明：命題 2.8 より、既約 Gr�obner 基底の要
素数はサイクル空間の次元以上になる。 G2 が
この最小値を与える例になっている。

既約 Gr�obner 基底の数、および要素数の
最大値の上限についてはまだ解析ができていな
い。表 1 から分かるように、定理 3.2の G1 が
n = 4; 5 のときは要素数最大、 n = 6 の時も
最大値に近い。しかし、 n = 6 のときの要素数
最大になるのがどのような項順序のときかはわ
かっていない。
一方で、既約 Gr�obner 基底の数自身は上
限、下限ともわかっていない。表 1 から、辞
書式順序の数、つまり変数の数の階乗よりはは
るかに少ないものの、表を見る限り nに対して
爆発的に増加していると思われる。
どちらも解析は非常に難しいと思われる。こ
れに対するアプローチとしては、 state poly-

tope [2] という、頂点が既約 Gr�obner 基底に
対応する多面体の探索法 [6, 7] の改良、可換環
論からのアプローチ [9] 、グラフ理論や最適化
問題からのアプローチなどが考えられる。

5 最短路問題との対応

本節では、Dn のトーリックイデアルの
Gr�obner 基底が最短路問題に応用できること
を見る。

5.1 Conti-Traverso のアルゴリズム

Conti-Traverso [3] は、トーリックイデアル
の Gr�obner 基底を用いて整数計画問題を解く
アルゴリズムを示した。
ここでは、次の形の整数計画問題を考える。

min ! � x
s.t. Ax = b

A 2 Zd�n ; b 2 Zd ; ! 2 Rn
; x 2 Nn

アルゴリズム 5.1 ([3]) この整数計画問題を
解くアルゴリズム。

1. A のトーリックイデアル IA の �! に対す
る既約 Gr�obner 基底 G�! を計算する。

2. Au = b を満たす u 2 N
n を任意に求め

る。

3. G�! により xu を簡約する。簡約して xv

になったとき、 v が最適解。

5.2 最短路問題への適用

Dn の各枝 (i; j) 長さを wij としたとき、点
1から他の各点への最短路を求める問題を考え
る [8]。この問題は、各枝の容量が無限大、コ
ストが wij としたときに、点 1から流量 n �
1 を流入し、点 2; : : : ; nからそれぞれ流量 1を
流出させるときの最小費用流に対応する。
これは次のように定式化できる。Dn の接続
行列を An としたとき、

min
P

1�i<j�n
wijxij

s.t. An

0
BBB@

x12

x13

...

xn�1;n

1
CCCA =

0
BBB@

n� 1

�1
...

�1

1
CCCA

xij � 0

すると、 Conti-Traverso のアルゴリズムを
適用することにより、点 1から各点への最短路
を求めることができる。
ここで、 Conti-Traverso のアルゴリズムの
簡約の操作は、対応するサーキットの中で、
より短い経路を選ぶことに対応する。D3 の
例を見る。各枝の長さによって、 ID3

の既約
Gr�obner 基底 x12x23 � x13 の初項が変わる。
例えば、 w12 = 1 、 w13 = 4 、 w23 = 2

のとき、初項は �x13 になる。これは、簡約
の操作により、点 1から点 3に行くには点 2を
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図 7: D3 の図

経由して行く方が近いことを意味する。逆に、
w12 = 2、 w13 = 3 、 w23 = 2 のとき、初項
は x12x23 になり、簡約の操作から、点 1から
直接点 3に行く方が近いことを意味する。

6 まとめと今後の課題

本稿では、無閉路トーナメントグラフのトー
リックイデアルに対して、ある項順序での既約
Gr�obner基底が具体的に列挙でき、それにより
Gr�obner基底の要素数が多項式オーダに抑えら
れることを示した。また、無閉路トーナメント
グラフに特化した場合について、Gr�obner 基
底の次数の最大値や要素数の最小値を示した。
さらに、最短路問題にトーリックイデアルを適
用することについて述べた。
今回は、Gr�obner 基底の要素数の最大値、
および既約 Gr�obner 基底の数については解
析ができなかった。これについて今後行い、さ
らにその結果を組合せ論のアルゴリズムに適用
し、また三角形分割等の数学的な知見を得るこ
とが課題である。また、逆にグラフの性質から
Gr�obner 基底の新たな知見を得ること、さら
に、無閉路とは限らないトーナメントグラフや
完全二部グラフなどについての解析も今後行い
たい。
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