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概 要

現在多くの人に遊ばれているゲームやパズルの多くについて, その計算量が解析されている. 本稿では,
パズルの一種であるスリザーリンクについて, 解があるかを判定する問題の NP 完全性を制限されたハ
ミルトン閉路問題からの多項式時間還元を用いて証明する. また, スリザーリンクの別解問題 (Another
Solution Problem, 1 つ解が与えられた時に他に解があるかを判定する問題)について考察し, その NP 完
全性の証明の指針を示す.
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Abstract

For many of the widely played games and puzzles, their computational complexities have been
analyzed. In this paper, we consider a sort of puzzle “Slither Link” and prove that the problem which
determines whether or not a given instance of puzzle has any solutions is NP-complete, by using a
polynomial time reduction from the Hamilton Path Problem with respect to restricted graphs. In
addition we consider Another Solution Problem for the puzzle, the problem which determines, for
a given instance and its solution, whether there is another solution for the instance. We provide a
strategy to prove its NP-completeness.

1 はじめに

今日数多くのゲームやパズルが遊ばれている. それらの楽しさの源はその難しさにあるといえる. 実際,
囲碁, 将棋, チェスなどのゲームが長い間人気を保っているのはこれらのゲームが (たとえ計算機を用いて
も)容易に解析され得ないからであろう.
そして, このような対戦型ゲームの多くについて計算量が解析されている. 例えば, 一般の n×n の盤に拡

張した場合に勝者を判定する問題は, チェス [5], 将棋 [1], 囲碁 [14], チェッカー [13] については EXPTIME
完全, オセロ [8], 五目並べ [12] については PSPACE 完全であることが示されている. また, 一人で楽しむ
パズルについても, (n×n 拡張版で)最小手数の解を求める問題は, 15パズル [11] では NP 完全, 倉庫番 [2]
では PSPACE 完全, 詰め将棋 [17] では EXPTIME 完全であるという結果が知られている. このように, 計
算量という観点からゲームやパズルが難しさによって分類できることは大変興味深い.
本研究の対象である「スリザーリンク」というのはペンシルパズルというものの一種である. ペンシルパ

ズルというのは, 紙に印刷された問題の図に鉛筆で書き込みながら解いていくという形態のパズルで, これ
らを扱うパズル雑誌が数多く出版されている. 比較的有名なものには,「スリザーリンク (ナンバーライン)」
の他に「ののぐらむ (イラストロジック)」, 「カックロ (サムクロス)」, 「数独 (ナンバープレース)」など
である. (それぞれのルールについては [9, 6] などを参照.)
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ペンシルパズルの一つの特徴は「解くのは難しいが, 解いた答えが正しいことは容易に確認できる」とい
うことであり,1 これはまさに NP 完全問題の性質と一致している.2 従って, ペンシルパズルの多くは NP
完全であると予想される. ペンシルパズルの計算量に関する研究は少ないが, 「ののぐらむ」については解
の存在判定問題が NP 完全であることが証明されている [16].
本研究では, 「スリザーリンク」の解の存在判定問題が NP 完全であることを, 制限付きのハミルトン閉

路問題からの還元を用いて証明する. さらに, スリザーリンクの別解問題 (Another Solution Problem, ASP
と略す)について考察する. ASP とは, 問題とそれに対する 1 つの解が与えられた時に, その問題に他に解
があるかを判定する問題である. これは後で詳しく述べるようにパズルの問題を作成することと深い関連が
あり, ASP の難しさはパズルの問題作成の難しさを表しているといえる. 一般に NP 完全問題の ASP がま
た NP 完全であるとは限らない. そこで, スリザーリンクの ASP が NP 完全であることの証明を試み, そ
の指針を示す.
本稿の構成は次の通りである. 2 章ではスリザーリンクのルールを述べて問題を定式化する. 3 章では NP

完全性の証明を述べる. 4 章ではスリザーリンクの ASP の NP 完全性について考察する. 最後に 5 章で全
体をまとめる.

2 スリザーリンクのルールと定式化

スリザーリンクの問題図は次のようなものである.
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図 1: スリザーリンクの問題の例

直感的にいうと, このパズルの目的は盤面上に 1 つの輪を描いて, 盤面上にある数字をその周囲にある線
の数と等しくすることである. 正確なルールの記述は次のようである.

• 盤面は格子をなす点の集まりとして与えられる. 点の全体は長方形をなしている. 格子の単位長を 1
とした時, その長方形の縦横の長さのことを盤面のサイズという.

• 4 点に囲まれた 1 × 1 の正方形のことを面という. 面には 0, 1, 2, 3 のいずれかの数字が書かれてい
ることがある.

• 目的は, 格子上で隣接する (距離が 1 である) 2 点間に線を引いて, 次の条件を満たす 1 つの輪 (初等
的な閉路)を作ることである.(隣接する点の間の, 線が引かれうる領域のことを辺という.)

– 面に書かれている数字は, その境界をなす 4 辺のうち実際に引かれている線の数に等しい.

– 輪を構成する線は途中で交差したり枝分かれしたりしない.

厳密には, 解は輪を構成する格子点の座標の列として与えられる.

これに対する判定問題として次のものを考える.

Instance: スリザーリンクの盤面.
Question: その問題が解をもつか否か？

盤面のサイズを m× n としたとき, 入力サイズは m, n の多項式であるから, 入力サイズに対する多項式時
間は m, n に対する多項式時間と同値である.

1通常パズル雑誌ではパズルの正解を巻末などに掲載しているが, 多くの人はそれを見ない.
2例えば, 詰め将棋では正解が示されても, それを確認することは容易ではない.
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3 NP 完全性の証明

本章では次の定理を証明する.

定理 1 スリザーリンクの解の存在判定問題は NP 完全である.

(証明) この問題が NP に属することは明らかである. (解の座標列が与えられれば, それが先述の条件を満
たすことは容易に確認できる.)
この問題が NP 困難であることを示すために次の事実を用いる [7].

補題 2 ハミルトン閉路問題は, 各点の次数が 3 以下の平面グラフに限定しても NP 完全である.

この制限付きのハミルトン閉路問題からスリザーリンクへの多項式時間還元を示す.
最初に次の事実を用いる [3].

補題 3 頂点数が n の, 各点の次数が 3 以下の平面グラフは, 縦横の長さが O(n) × O(n) のの長方形のグ
リッド (格子)に (多項式時間で)埋め込むことができる.
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図 2: 格子上のグラフへの変換

この補題を使って制限付きのハミルトン閉路問題のインスタンスのグラフ G をグリッド上のグラフ G′

に変換する. ただし, 格子点の中には G の頂点に対応しないものもあり, G′ のハミルトン閉路 (当然これは
G のハミルトン閉路と 1 対 1 対応する)を考える場合は, このような点 (前図の ○ で示した点)は通らな
くてもよいことに注意する. このような点の次数は 2 以下である.
まず最初に, ハミルトン閉路問題の「必ずしも通らなくてもよい点 (○)」に対応するスリザーリンクの

gadget として図 3 の A のような 6 × 6 の部品を考える. ただし, (× で示したように)部品の周囲の辺に
は線が引かれないものと仮定する. このとき, A の部品から外部へ線が出る点は n, s, w, e の 4 つに限られ
る. 従って, (スリザーリンクの解が完成した時の)部品内の状態は, A1, A2, A3 のように n, s, w, e の中の
2 点が結ぶ線が引かれているか, あるいは線が全く引かれていないかのどちらかである. どの 2 点間でも矛
盾なく結べること, および各々について可能な線の引き方は 1 通りしかないことに注意する. なお, 原理上
は A4 のように 2 組の線を引くことができるが, 実際に部品を配置した時には, 「次数が 3 以下」の条件が
あるために n, s, w, e の全てに線が通ることはできないので, A4 のような状態はありえない (後述).
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図 3: 必ずしも通らなくてもよい点 (○)に対する部品

次に,「必ず通らなくてはならない点 (●)」(元のグラフ G の頂点に対応する)に対応する gadget として
図 4 の B のような部品を考える. これも周囲の辺には線が引かれないものと仮定する. この部品では, 解
完成時の内部の状態は, B1, B2, B3 のように n, s, w, e の中の 2 点が結ぶ線が引かれているものに限られ
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る. (今度は ‘1’ があるので部品内に必ず線が引かれる.) ここでも, 任意の 2 点間についてそれらを結ぶ線
の引き方がただ 1 通り存在することが (少々考えれば)確認される.
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図 4: 必ず通らなくてはならない点 (●)に対する部品

これらの 2 つの部品をグリッド上のグラフ G′ の位置関係と同じように配置する. その際に, G′ で 2 頂
点間に辺がない場合は図 5 の左図のように, 辺がある場合は右図のように, 対応する 2 部品の間を連結す
る. 右図の場合に限って, 2 つの部品をつなぐ線を引くことができる (引かなくてもよい). なお, どちらの場
合も (前に仮定した通りに)部品の周囲の辺を × にすることが達成されることに注意する. また, G′ の全

ての点の次数が 3 以下なので, A の部品について n, s, w, e の全てに線が通ることはなく, A4 の状態が起
こらないことが保証される.
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図 5: 部品の連結の方法

このようにして G′ に対応するスリザーリンクの問題図が得られる. (問題図の外周の辺もやはり × にな
る.) 次に変換の完全な例を示す. G′ のハミルトン閉路に対応して構成される輪がスリザーリンクの 1 つの
解となっている.
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図 6: 変換の完全な例

元々のグラフ (G)がハミルトン閉路をもつ時, またその時に限って, 構成されるスリザーリンクの問題が
解をもつことは, 変換の仕方を考えると明らかである. また問題図のサイズは G の頂点数 n に対して多項

式オーダであるので, この変換は多項式時間で計算可能である.
以上より, スリザーリンクの判定問題が NP 完全であることが証明された.
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4 別解問題

NP 完全問題 Π に対して

Π のインスタンス (問題) D と, それに対する 1 つの解 sが与えられたとき, D が s 以外の解

をもつかを判定する問題

のことを Π の別解問題 (Another Solution Problem, ASP)ということにする. 例えば, ハミルトン閉路問
題の ASP は「グラフとその 1 つのハミルトン閉路が与えられた時に, グラフに他にハミルトン閉路がある
かどうか」を判定する問題となる. ASP の名は Ueda, Nagao [16] に負うものであり, 彼らは ASP の計算
量を解析する方法を提唱し, それに基づいて「ののぐらむ」の ASP の NP 完全性を示している. ここでは
彼らのアプローチに基づいて, スリザーリンクの ASP の NP 完全性について考察する.
先に述べたハミルトン閉路問題は, その ASP も NP 完全であることが知られている [10]. しかし一般に

は NP 完全問題の ASP がまた NP 完全であるとは限らない. 例えば, ハミルトン閉路問題は全ての頂点の
次数が丁度 3 であるグラフに制限しても NP 完全である [7] が,

定理 4 次数が 3 のグラフがもしハミルトン閉路をもつなら, 少なくとも 3 つのハミルトン閉路をもつ.

という事実 [10] より, 次数が 3 のグラフに対するハミルトン閉路問題の ASP は自明 (必ず yes)である.
Ueda, Nagao [16] は ASP が「パズルの問題を作成する」ことに非常に関係があることを指摘している.

一般に, パズルの問題を作成する方法の 1 つに次のようなものがある.

1◦ 先に解答の図面 (スリザーリンクだと輪)を作る.

2◦ それを満たすように問題の条件 (数字)を決める.

3◦ その問題を解いてみて, 設定した答え以外に別解がなければ完成.

パズルでは答えが 1 つに決まることが常識なので 3◦ が要請される. この手順は「ののぐらむ」の場合は非
常に自然である. (絵を描いて, それを問題にする.) 「スリザーリンク」の場合, この方法は人間が問題を作
る時には通常用いられないが, コンピュータに問題を自動生成させる方法としては, 十分考えられるもので
ある. 例えば, [15] ではスリザーリンクの問題を解くアルゴリズムを作成し, 上記の方法を用いて問題を自
動生成させて, その結果, 非常に難度の高い問題を得ることに成功している. この方法の 3◦ はまさに, 1 つ
解が与えられて他の解を探すという作業になっている. 従って, 「1 つ解が分かっていることが問題を解く
ことを容易にするのか」を考えることが意味をもってくる. そこで, スリザーリンクの ASP の NP 完全性
を示すことを考える. (成立すると予想しているが, まだ証明は完成していない.)

ASP の NP 完全性を示すのには次の概念を使う.

定義 1 Π, Π′ を判定問題として, ϕ を Π から Π′ への還元 (many-one 還元) とする. I ∈ Π に対し, I の解

集合と ϕ(I) (∈ Π′) の解集合の間に 1 対 1 対応が成立するとき, ϕ は parsimonious reduction であると

いう.

つまり, Π の問題の解と Π′ の問題の解が 1 対 1 に対応するということである. もし Π から Π′ への多項
式時間 parsimonious reduction3 があれば, Π の ASP は Π′ の ASP に多項式時間で変換できる. 従って,
Π の ASP が NP 完全であれば, Π′ の ASP も NP 完全であることが証明できる.
以上より, スリザーリンクの ASP の NP 完全性を示すには次の 2 つを示せば良い.

1. 各点の次数が 3 以下の平面グラフについてのハミルトン閉路問題の ASP が NP 完全である.

2. ハミルトン閉路問題からスリザーリンクへの多項式時間 parsimonious reduction が存在する.

実は, 先の証明は parsimonious reduction になっている. これをいうためには, 「あるハミルトン閉路に
対応する, 変換されたスリザーリンク問題の解は一意的である」ことを示せばよい. ところが, A, B の部品
について, 端点となる 2 点が指定されたときの部品内の線の引き方が一意的であることは既に確認されて

3厳密には「解の変換が多項式時間でできるもの」という条件が付く.
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いるので, あるハミルトン閉路に対応するスリザーリンク問題の解の一意性は容易に確かめられる. 従って,
この変換は多項式時間 parsimonious reduction になっている. すなわち 2 は証明されている.
スリザーリンクの ASP の NP 完全性を示すには, あと「制限されたハミルトン閉路問題の ASP の NP

完全性」が示されなければならない. ハミルトン閉路問題の ASP に対する研究は広く行われているが, 私
の知る限り, このことを扱った論文は見当たらない. 目下証明を試みているが, この証明はスリザーリンク
の証明よりもはるかに難しそうである.

5 まとめ

スリザーリンクの解の存在判定問題を定式化し, 制限されたハミルトン閉路問題からの多項式還元を用い
て, それが NP 完全であることを示した. さらに, 別解問題 (Another Solution Problem, ASP), すなわち問
題とその解の 1 つが与えられた時に他に解があるかを判定する問題の NP 完全性について考察した. そし
て先の証明に用いた還元が parsimonious reduction であることを示して, スリザーリンクの ASP の NP 完
全性の証明の指針を示した.
今後の課題として次のようなものが挙げられる.

• 制限されたハミルトン閉路問題の ASP の NP 完全性を証明して, スリザーリンクの ASP の NP 完
全性の証明を完成させる.

• 実際にパズル雑誌等に載っているスリザーリンクを解く場合, 問題が一意的な解を持つことが保証さ
れている. このような解の一意性が保証されているスリザーリンク問題の難しさを調べる. このこと
は, 解の一意性が保証されていることがパズルの問題を易しくするか否かという意義をもっている. ま
た, この問題はクラス UP に属するという意味でも興味深い.

• ASP, 解の一意性が保証されている問題, および解の一意性を判定する問題の間の関係を調べる.
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